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MG dau

Tt thoi xa xua van dé toan hoc dugce ra doi tir rat sém tit cic hoat dong
thyc tién ctia con ngudi, trong d6 cé tu duy vé hinh hoc t6 hop, vi du: 0 nhing
nuée chau A, trong s6 d6 c6 An Do, cac nha toan hoc Jaina da nghién citu ra
day s6, cac day cap so6, hoan vi va t6 hop; Thoi Trung Qubc co dai, ngudi ta
da biét dén biéu dd to hop phiic con goi la “hinh vuong than ki”; Thoi ki ¢o
dai 6 Hy Lap da c6 nhitng nha triét hoc thong thai dic biet 1a nha triét hoc
Kxenorat da biét tit nhitng chit cii cho trude lap thanh bang chit s6... Nhung
phai dén khodng thé ki XVII — XVIII v6i nhiing cong trinh nghién ctia nhu
Pascal, Fermat, Euler. .. thi toan hoc t& hop méi thuc sy hinh thanh nhu mot
nhanh ctia toan hoc. Toan t6 hgp c6 tinh hap dan, 1y thd ciia toan hoc noi
chung va toan so cap néi rieng. Noi dung ctia toan to hgp phong phi va dudc
ting dung nhiéu trong thuc té doi song. ..

Hinh hoc t6 hop 14 mot nhanh khong thé thiéu toan t6 hop, la nhitng bai
toan hay, tha vi va thuong xuyén xuat hién trong céc cuodc thi hoc sinh gioi
Qubc gia, Olympic toan quoc té, thi Olympic sinh vién gitta cac truong dai hoc,
cao dang trong ca nudc. 0 Truong Dai hoc Khoa hoc- Dai hoc Thai Nguyén
da c6 hoc vien Lé Thi Binh da lam luan vin Thac si v6i dé tai “Céc bai toan
vé hinh hoc t6 hgp” nhung chua luan van dé cap mot cach hé théng dén dang
toan “Cuyec tri trong hinh hoc to hop”. Chinh vi v6i mong muén tin hiéu sau ve
cac toan cuc tri trong hinh hoc t6 hgp, em da chon dé tai “Céc bai toan cuc
tri hinh hoc t6 hop” lam dé tai luan vin thac si clia minh.

Muc dich nghién citu ctia luan van duge xac dinh la: Suu tam, nghién citu
va trinh bay mot cach c¢6 chon loc vé bai toan cuc tri trong hinh hoc t& hgp
dé hinh thanh mot tai lieu gidng day chuyen dé boi dudng hoc sinh kha, gidi.

Noi dung chinh ctua luan van dugc trinh bay thanh hai chuong:

Chuong 1: Trong chuong nay, luan van trinh bay mot sé nguyeén 1y va phuong
phap thudng gip trong cac 15i giai clia bai toan hinh hoc t6 hop, kem theo cac
vi du, cac bai tap minh hoa.

Chuong 2: Noi dung chuong 2 duge danh rieng dé trinh bay loi giai clia mot
s6 bai toan cuc tri hinh hoc t6 hop danh cho hoc sinh kha, giéi va duge sap



xép theo hai dang chinh 1a: Bai toan lien quan dén tim gia tri 16n nhat, tim
gia tri nhé nhat trong hinh hoc t& hop.

Luan van nay dugc hoan thanh tai truong Dai hoc Khoa hoc, Dai hoc Thai
Nguyén duéi sy huéng dan tan tinh ciia PGS. TS Trinh Thanh H&i. Em chan
thanh cdm on thay Trinh Thanh Hai da tan tinh huéng dan em trién khai dé
tai ctia luan van nay. Em xin chan thanh cdm on gia dinh, ban be cung céc
anh chi da tao diéu kién dé em hoan thanh dé tai nay.

Tuy nhién diéu kién vé nang Iyc ban than con han ché, luan van chic chan
khong tranh khoi nhitng thiéu s6t. Kinh mong nhan duge sy déng goép v kién
clia cac thay co gido, ban be va dong nghiép dé bai luan van ciia em duge hoan
thién hon.

Em xin tran trong cam on!
Thai Nguyén, thang 05 nam 2019

Hoc vién

D6 Phuong Thao



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

1.1 Tong quan vé bai toan hinh hoc té hop

Trude tién, luan van xin nhic lai mot vai dang toan t6 hop duge trinh bay
trong luan van:

(i) Bai toan cuc tri té hop:

Dang 1: Tim s6 nguyén duong & nhé nhat (16n nhat) sao cho moi tap A

ma | A |=k 1a hitu han déu c6 tinh chat 7' nao do.

Vi du 1.1.1. Goi A la tap tat cd cac s6 tu nhién 1& khong chia hét cho 5 va
nho hon 30. Tim s6 k£ nhé nhat sao cho mdi tap con ciia A gom k phan tit deu

ton tai hai s6 chia hét cho nhau?

Vidu 1.1.2. Cho tap A gom 16 s6 nguyén duong dau tien. Hay tim s6 nguyén
duong k nhé nhat c6 tinh chat: Trong mdi tap con c6 k phan ti clia A déu ton
tai hai s6 phan biét a,b sao cho a? 4 v? 1a s6 nguyén t6 (VMO 2004).

V6i bai toan dang nay, ching ta thuong xét mot tap A c6 tinh chat dac
biét nao d6 sao cho | A |= m va A khong théa méan tinh chat T, tit d6 suy ra
duge kyin > m + 1. Tiép theo ta chitng minh moi tap A ma | A |= m + 1 déu
c6 tinh chat T, tit d6 ta tim dudc kmin = m + 1. Dé chiing minh moi tap A ma
| A|=m+ 1 déu c6 tinh chat T thi ta c6 thé sit dung nguyeén li Dirichlet hoic
dira vao tinh chat tap A.

Dang 2: Tim s6 phan t1t 16n nhat (nho nhét) clia tap A gom cac phan ti
c6 tinh chat 7.

Vi du 1.1.3. Cho A la tap hop gom 8 phan tit. Tim s6 16n nhat cac tap con
gom 3 phan tit clia A sao cho giao clia hai tap bat ki trong cac tap con nay

khong phai la tap gom hai phan t1i.

Vi du 1.1.4. Trong mot cude thi ¢6 11 thi sinh tham gia giai 9 bai toan. Hai
thi sinh bat ki gidi chung v6i nhau khong qua mot bai. Tim k 16n nhat dé moi
bai toan c6 it nhat k thi sinh giai dugc.
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Dé giai bai toan nay, ching ta thudng thuc hien theo céch sau:
Dt | A |= k, bang cac 1ap luan ta ching minh k < m (k > m). Sau d6 ta xay
dung mot tap A" thoéa tinh chat T va | A" |= m.

(ii) Bai toan cuc tri hinh hoc t6 hop
Céc bai toan cuc tri to hop (i), ma tap A gom cac doi tugng hinh hoc thi
thuong duge xép vao dang Bai toan cuc tri hinh hoc t6 hgp.

Vi du 1.1.5. Cho mot da gidc déu 2007 dinh. Tim s6 nguyén duong k nho
nhat thod man tinh chat: Trong mdi cach chon k& dinh ctia da giac, ludn ton
tai 4 dinh tao thanh mot t gidc 16i ma 3 trong s6 4 canh clia ti giac 1a canh
cia da giac da cho (VMO 2007).

Vi du 1.1.6. Cho 2006 diém phan biét trong khong gian, khong c6 bén diém
nao thang hang. S6 k goi 1a s6 tét néu ta cé thé dién len mdi doan thang ndi
hai diém trong 2006 diém da cho mot s6 tu nhien khong vudt qua k sao cho
v6i moi tam gidc c6 ba dinh trong 2006 diém da cho thi ¢6 hai canh duge dién
hai s6 bang nhau va canh con lai thi duge dién s6 16n hon. Tim s6 tot c6 gia
tri nhé nhat (TST Viet Nam 2006).

Phuong phap giai cac bai toan cuc tri hinh hoc t6 hop nay sé dude luan vin
trinh bay chi tiét trong noi dung ctia Chuong 2.

1.2 Mot sbé nguyén ly, phuong phap giai toan thudng gip
trong 15i giai cac bai toan hinh hoc té6 hop

1.2.1 Mot sb6 nguyén ly

Nguyén ly cong
Quy tac cong: Néu E; (i =1,...,k) véi k sy kién thoa man:

(i) Khong c6 hai sy kién nao trong s6 ching xay ra dong thoi;

(ii) E; c6 thé xay ra theo n; cach thi mot trong k sy kién c6 thé xay ra theo
(nl +ng+---+ ”k) cach.

Nguyén ly nhan

Quy téc nhan: Néu E; (i = 1,... k) véi k su kién thda man. Va E; c6 thé
xay ra theo n; cach, Fy c6 thé xay ra theo no cach (khong phu thuoc dén viec
E; xdy ra nhu thé ndo); E3 c6 the x4y ra theo ng cach (khong phu thude dén
viéc Ey, By x&y ra nhu thé ndo), ..., Ej c6 thé xay ra theo ny, cach (khong phu
thuoc dén (k — 1) sy kién trude xdy ra nhu thé ndo), thi k sy kién c6 thé xay

ra dong thoi theo nj - no - n3...n; cach.



Nguyén ly bu tro

Khi hai cong viec c6 thé duge lam dong thoi, ta khong thé ding quy téc
cong dé tinh s6 cach thuc hién nhiém vu gdm ca hai viec. Dé tinh ding sb cach
thie hien nhiém vu nay, ta cong sd cach lam moéi mot trong hai viéc roi trit
di s6 cach lam dong thoi ca hai viec. Ta c6 thé phéat bieu nguyéen 1y dém nay
bang ngon ngit tap hop. Cho Ay, Ay 13 hai tap hitu han, khi do:

[ A Az =] Ay [+ A | = [ A1 N Ay |
T do, v6i ba tap hitu han Aq, A, Az ta co:
| AJUAQU A3 |=| A1 |+ | Ao |+ As | — | A1NAy | — | AINAs | — | AsNAy | +
| Ay N AN A;s .
Va bang quy nap, véi k tap hitu han Ay, Ao, ..., Ay ta co:
| AN AN NA,|= Ny — No+ N3 — -4 (=1)F 1V,

Trong d6 N,, (1 < m < k) la tong phan tit clia tat ca cac giao m tap lay tit k
tap da cho, nghia la:

Nm: Z |A'leAZ2ﬂ.mAzm|
1<ii<io<-<im <k
Bay gio, ta dong nhat tap A, (1 < m < k) vdi tinh chat A, cho trén tap vi
tru hitu han U ndo d6 va dém xem c6 bao nhiéu phan tit ctia U sao cho khong
théa man bat ky mot tinh chat A,, ndo. Goi N 14 s6 can dém, N 1a s6 phan

tit cua U. Ta co:
N=N—|AUAU---UAp|=N—Ni+Ny— N3+ -+ (=1)*N,.

Trong d6 N, la tong cac phan tit clia U théa man m tinh chat lay tit & tinh
chat da cho.
Nguyén ly cuc han

NL 1: Trong tap hgp hitu han va khac réng cac s6 thuc luon cé thé chon duge

s6 bé nhat va sb 16n nhat.

NL 2: Trong mot tap hgp khac rdng cac sé tu nhién luon luon cé thé chon duge

s6 bé nhat.

Nguyeén 1y trén dude goi la nguyen 1y cuc han. Nho nguyén 1y nay ta cé thé
xét cac phan ti ma mot dai luong ndo d6 cé gia tri nhdé nhat hoac gia tri 16n

nhét, chang han:



e Xét doan thing c6 do dai 16n nhat (nhd nhat) trong mot sé hitu han céc

doan thang.
e Xét goc 16n nhat (nho nhat) trong mot s6 hitu han goc.

e Xét da giac 6 dién tich hodc chu vi 16n nhat (nhd nhat) trong mot s6 hitu

han cac da giac.

e Xét khodng cach 16n nhat (nho nhat) trong mot s6 hitu han khodng cach
giita hai diem hoiic khodng cach tit mot diém dén mot duong thang.

e Xét cac diém la dau mut ciia mot doan thang, xét cac diém & phia trai
nhat hodc & phia phai nhat clia mot doan thang (gia thiét 1a doan thang
d6 nam ngang).

Nguyén ly Dirichlet

Nguyén 1y Dirichlet do nha toan hoc ngudi Dic noi tiéng 1a Dirichlet deé
xuat tit thé ky XX da ducc ap dung dé ching minh su ton tai nghiém trong
nhiéu bai toan t6 hgp. Nguyeén 1§ nay duge phat trién tit mot menh dé rat don
gidn goi 1a nguyeén 1y “nguyén 1y qua cam” hay 1a nguyeén 1y “chuong chim bo
cau™: Gia st ¢6 mot dan chim bo cau bay vao chuong. Néu s6 chim nhiéu hon
s6 ngan chuong thi chic chan c6 it nhat mot ngin c6 nhiéu hon mot con chim.
Dang don gidn nhat ciia nguyén 1y Dirichlet, hay con goi 1a nguyén 1y nhot
tho vao 1ong, nhu sau: Néu nhdt n + 1 tho vao n 1ong thi ton tai mot 1ong c6
it nhat 2 con tho. Tong quét: Néu n > km (n, k,m) 1a cdc s6 tu nhién) thi khi
nhot n con thé vao m 1ong sé ton tai mot 1ong chita it nhat k 4+ 1 tho. That
vay, gia st long nao ciing c¢6 khong qua k thé thi m 1ong c6 khong qua mk tho,
it hon n tho, vo 1y.

1.2.2 Phuong phap dém hai lan (Double Counting)

Y tudng ctia phuong phap dém hai 1an: Véi bai toan dém, néu ta st dung
hai phuong phap dém khac nhau thi két qua phai trung nhau.

Vi du 1.2.1. [3] Ngusi ta ké n duong thang, trong dé khong c6 hai dusng
thing nao song song véi ba dusng thing nao dong quy. Hoi n dudng thang do6

chia mit phang thanh bao nhiéu mién.

Chaing minh. Véi n = 1 chia mat phang thanh 2 mién,
V6i n = 2 chia mat phang thanh 4 mién,
V6i n = 3 chia mat phang thanh 7 mién.
Goi S, 1a s6 mién con chia bdi n dudng thang. Suy ra:
22+ 1) 3(3+1)

S1=2,8=4=1+ .

753:1+

=7,...



C , . N 1
T do ta di t6i chitng minh bang quy nap: S, =1+ M

@. Khi d6 k+1 dudng théng. Vay

dudng thing k + 1 cit k duong théng trude tai thanh k + 1 mién méi. Suy ra:

HE+D) gy gy G2

Gia st dung véin = k. Suy ra S, = 1+

Sp41 =5+ (k+1)=1+
Vay dang thic ding. ]

Vi du 1.2.2. Cho n diém Ay, Ay, ..., A, trén ciing mat phang sao cho khong
c6 3 diém nao thang hang, khong cé 4 diém nao tao thanh hinh binh hanh.
Goi I1, I, ..., I, 1a tat ca cac trung diém ciia cac doan tao thanh tit cac doan
AiA; (1 <i<j<mn). Goi N la tong do dai clia moi doan thang v6i hai dau
mit 1a A4;4;. M la tong do dai clia moi doan thang véi d 14 hai dau mit. Goi

cac dinh cta da gidc déu da cho la: I;, I;. Ching minh rang:

n? —3n+2

M < N.

Chiing minh. Ta c6 M, N, P lan lugt 1a trung diém ctia AB, BC,C A thi ta co:
1
MN+NP+PM:§MB+BC+CM. (1)

V6i M, N, P,Q, R, S lan lugt 1a trung diém ctia AB,CD, BC, DA, AC, BD thi ta

cO:
1
MN+PQ+RS§§MB+BO+OD+DA+AO+BD) (2)

Dé thay (1) 1a hién nhién vi theo tinh chat dudng trung binh clia tam giac con
(2.3.1) ta dua vao nhan xét sau:

PQ < PK + KQ = %(AB—i—CD). (3)
Do d6 dua vao (1) va (2.3.1) 1a ding. Khi d6, véi n diem Ay, Ag, ..., A, ta thiét
1ap céc tam gidc va tit gidc, roi lap ra moi dang thitc (1) va moi bat dang thiic
(2.3.1) va tuong tng cong vé v6i vé ta thu duge bat dang thic (3).
Bay git v6i bat dang thiic (3) ta xét cac gia tri clia hai vé theo cach khac
nhau la M.

Mbi doan [;1; thuoc vao n—2 tam gidc va C2_, t1t gidc nén vé phai (3) bang:

1 2-3n+2
5(n—2+0§_2)-N:%~N.
a ~ 712 —3n+2 ~ 2 sz X 2
Nhu vay ta sé thu duge: M < — N. Vay cac da giac deu dugc lat
mat phang chi c6 tam gidc déu, hinh vuong va luc gidc déu. O
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